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Abschätzungen für die Partialsummen 
und für die (/?,A(«),1)-Mittel allgemeiner Orthogonalreihen 
Von LÁSZLÓ LEINDLER in Szeged 
Einleitung 
Es sei {<pn(x)} (« = 0 , 1, ...) ein im Intervall (a, b) orthonormiertes Funktionen-
system. Sei X(CS) (IÜ ^ 0 ) eine positive, im strengen Sinne wachsende Funktion mit 
J.(0) — Ound A(«) — °°und A(o>) die eindeutig bestimmte inverse Funktion vonl(cü) . 
Wir setzen p„ = [A (2")].1) Es seien n0 < . . . < « , < . . . die Indizes n, f ü r welche 
ßn+ l ^ / ' n gilt. Die w-te Teilsumme, bzw. das n-te (R , k(ri), 1)-Mittel der Orthogonal-
reihe 
(!) 2 c„q>„{x) n = 0 
wird mit sn(x), bzw. mit a„({A(«)}; x) bezeichnet, d. h. ist 
n 2 n+1 
•*»(•*) 2 c\(pv(x), a„{{/.{n)): x) = 2 ( ¿ («+ l ) -A(v ) )c v r / \ , (> ) . v = 0 A y l + l ) v = 0 
K . T A N D O R I [3] hat die folgenden Sätze bewiesen: 
S a t z A. Es sei {«'(«)} eine positive, monoton nichtabnehmende Zahlenfolge, 
welche die Bedingung 
<2) w(n) = o(log n) 
erfüllt. Es kann dann eine Koeffizientenfolge {a„} £ l2 und ein im Intervall (a, b) orthonor-




n = 0 
.Das Funktionensystem {<D„(x)} kann auch gleichmäßig beschränkt gewählt werden. 
S a t z B. Es sei {/„} eine positive, monoton nichtabnehmende Zahlenfolge, 
welche die Bedingung 
(4) 
') [a] bezeichnet den ganzen Teil von a. 
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erfüllt. Es kann dann ein im Intervall (a, b) orthonormiertes Funktionensystem {<t>„(jc)} 
angegeben werden, so daß in (a, b) überall 
(5) lim ~ 
,V —• OO 
2 
ist. Dieses Funktionensystem {<t>„(.v)} kann sogar gleichmäßig beschränkt gewählt 
werden. 
S a t z C. Es sei {w„} eine positive, monoton nicht abnehmende Zahlenfolge, 
welche die Bedingung 
(6) wn = o (log log«) 
erfüllt. Dann kann man eine Koeffizientenfolge {an}£l2 und ein im Intervall (a, b) 
orthonormiertes Funktionensystem {4>„(x)} derart angeben, daß für jedes a=> 0 überall 
in (a, b) 
(7) lim — 
1 
AN V = 0 
besteht. Das Funktionensystem {ct>„(x)} kann auch gleichmäßig beschränkt gewählt 
werden. 
G . ALEXITS [1] hat den folgenden Satz bewiesen: 
S a t z D. Ist {/l„} eine positive, monoton zunehmende Zahlenfolge und genügen 
die nicht verschwindenden, sonst beliebigen Koeffizienten c 0 , c , , ... der Bedingung 
(8) 
so gilt fast überall 
X2 ? c 2 tl Z J 
v=0 
*n(x) = Ox / . „ log /7 
v = 0 
In einem anderen Aufsatz hat Verfasser [2] (Satz VI) u. a. einen allgemeinen 
Satz, welcher das (R, X(n), l)-Analogon des Satzes D als Spezialfall enthält, bewiesen.. 
Dieser Spezielfall lautet folgenderweise: 
S a t z E. Es sei {/.„} eine positive, monoton nicht abnehmende Zahlenfolge. 
Genügen die Koeffizienten c0(?iO), c,, ... und die Folge {X„} der Bedingung (8),. 
so gilt fast überall 
1 
2 
<r„({;.(/7)}; x) = o,x^X„ log log A(n). c\ 
In diesem Aufsatz werden wir beweisen, daß die Sätze D und E nicht verbessert 
werden können. Es gelten nämlich die folgenden Sätze: 
*) Der Kürze halber sehreiben wir immer l o g / ; f statt (log/Ot/. 
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Satz I. Es seien {a„} eine positive, monoton nichtwachsende Koeffizienten-
folge und {!„} eine positive Zahlenfolge, für welche die Bedingungen 
< 9 ) A„log«.( ^ A„ + 1 l o g O z + l ) . ^ 1 ^ ) (" = 2,3, ...), 
IJogn^l (n > m0) 
und 
<io) 2 — — = ~ 
a„2 2 «v2 
erfüllt sind. Dann kann ein im Intervall (a, b) orthonormiertes, gleichmäßig beschränktes 
Funktionensystem (<J>n(x)} derart angegeben werden, daß in (a, b) fast überall 
<11) lim „ i 
N - . ~ / N \ 2 
2 
( N A/v log AT-1 2 « 
\ v = 0 
gilt. 
S a t z II. Es seien {a„} eine'Koeffizientenfolge und {A„} eine positive Zahlen-
folge, für welche die Bedingungen (10), 
<12) A„ log log X(n). ^ 2 «v2)2 ^ A„+, log log X(n + 1)- «v2) , 
A„ log log X(n) si 1 (n>w0) 
und 
(13) < = 2 «v2 
\ v=f/. i+ i 
erfüllt sind. Gilt log «,- = 0( log i)2), so kann ein im Intervall (a, b) orthonormiertes 
Funktionensystem {®„(x)} angegeben werden, so daß in (a, b) fast überall 
<14) lim r 
iV 
' "¿ ' (¿(Ar+l)-A(v))f l ,<I>,(*) 
A(A' + 1) v = o 
/,vloglogA(A')-l 2 «v2' 
gilt. 
Der Spezialfall A(«)=w verdient eigens ausgesprochen zu werden: 
S a t z III. Es sei {an} eine Koeffizientenfolge und {/„} eine positive Zahlenfolge, 
für welche die Bedingungen (10), 
(y'~ / i \ Z o a l ) = A„ + ilog log («+!•)•( 2 «vj , . A„ log log « S l (n > m0) 
2) Diese Bedingung besteht immer mit Ausnahme sehr extremer Fälle. 
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und 
2M+ 1 2»'+ 2 
2 al^ Z 
v = 2 ' " + 1 v = 2 " " + ' + l 
erfüllt sind. Dann kann ein im Intervall {a, b) orthonormiertes Funktionensystem 
(<t>„(x)} derart angegeben werden, daß in (a, b) fast überall 
(15) HS — r | f f w(jc) |=<» 
XN log log 2al 
V = O 
gilt, wobei <Jn{x) das n-te (C, \)-Mittel der Reihe 2 «v^vW bezeichnet. 
Weiterhin ergibt sich aus dem Satz II im Falle X~l = l o g log A(n) unmittelbar 
der folgende: 
S a t z IV. Es sei {a„} £t2 eine Koeffizientenfolge mit (13), so ist die Zygmund-
sche Bedingung 
2 > n 2 l o g l o g 2 + A ( « ) < ~ 3 ) 
nicht nur hinreichend, sondern im Falle log«,- = 0( log i) auch notwendig dafür, daß 
die Reihe 2 an'pn(x) für jedes orthonormierte Funktionensystem {<p„(x)} fast überall 
n = 0 
(R, X(n), \)-summierbar ist, sogar gibt es im Falle 2 q2 log+A(«) = 00 ein 
n = 0 
orthonormiertes Funktionensystem {0„(x)}, für welches die (R, X(ri), 1)-Mittel nicht 
beschränkt divergieren. 
Von dem Satz I kann auch unmittelbar abgelesen werden, daß im Falle {a„} 
an ^ a„ + l (n = 1,2, ...) und X„ = - , d . h . im Falle Z an l°g2 n = °°> ein in log n n=0 
(a,b) orthonormiertes, gleichmäßig beschränktes Funktionensystem {On(x)} angege-
ben werden kann, so daß die Reihe 2 in (a, b) fast überall nicht beschränkt n = 0 
divergiert. 
Man kann leicht einsehen, daß der Satz I auch die Sätze A und B enthält. 
Zuerst sei gezeigt, daß der Satz A aus dem Satz I folgt. Nach (2) besteht 
(16) An = _ _ = 0 ( 1 ) . 
Darum kann eine Indexfolge {vt} bestimmt werden, so daß für n > vk: X„ s -j- und /C 
(vk + i —vk)k2 — ( v k ~ v k - i ) ( k ~ l ) 2 gelten. Wir setzen 
1 an = — für v t < » s v , + 1 . 
k(vk + lL-vky 
3) Siehe A. Z Y G M U N D [5]; weiterhin ist log + .x = max {1, log*}. 
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Offenbar ist {a„} eine monotone Koeffizientenfolge, für die 
~ °° n2 1 vt+) „2 
v = 0 v = 0 " 
gelten. Also genügen die Koeffizientenfolge {an} und diese Zahlenfolge {An} den: 
Bedingungen des SatzesI, und so gibt es ein orthonormiertes, gleichmäßig beschränktes-
Funktionensystem, für welches (11), und infolge (16) auch (3) besteht. 
Man kann auch das leicht beweisen, daß der Satz I auch den Satz B enthält. 
/2 ] 
Es sei a„ = \ (n = 0, 1, ...).und X*2 = "2 . Dann ist 2 T*2~ = 00 wegen (4), also-n log fl n=l Ä„ n 
kann eine Zahlenfolge {/?„} mit >/„ — X * t ] n (log n) }'n ^ X% + 1rjn + l (log(n + l))\'n +1 , 
1 ~ 1 
2 -> = °° und 2 T i—, = angegeben werden. (Siehe den Beweis-
„=o Xt2n2n „=I Xtr]n\ogn-n 
des Satzes 1.) Aus der letzten Ungleichung folgt ln log n £ 1 für n>m0 mit Xn=X*rjn. 
Offenbar genügen diese Koefffizientenfolge und die Zahlenfolge {/.„} den Bedingungen 
des Satzes I, folglich kann auch jetzt ein orthonormiertes gleichmäßig beschränktes-
Funktionensystem angegeben werden, für welches (11), und nach der Definition 
von X„ gilt auch (5). 
Wir können leicht einsehen, daß der Satz III auch den Satz C mit a = 1 enthält. 
Nach (6) besteht 
(17) = , = o ( l ) . log log n 
Darum kann eine Indexfolge {vft} derart bestimmt werden, daß für beliebiges s~ 
und w>v k : ^ 2 H s s 1/fc und (vk+1—vk)k2 £ (vk — v ^ ) {k— l)2 gelten. Wir setzenx 
1 A2n A2" = ~TT77, TT" f ü r v k ^ n = v k +1 und a l = für 2 » < m s 2 " + 1 . 
K + i — v k ) z 
Offenbar ist {A2„} eine monoton abnehmende Zahlenfolge, für die 
d ~ l = 2 a l = 0 ( 1 ) 2 A 
k=0 n — O 
und 
~ „2 » Vk+t 2n+ 1 „2 ~ 1 
Z ^ t - ^ d Z Z Z = ~ 
m = 2 32 - v 2 * :=1 « = v t + l m = 2 " + l / m t = 1 K 
¿ j as 
s = 0 
gelten. Also genügen diese Koeffizientenfolge {an} und diese Zahlenfolge {!„} den-
Bedingungen des Satzes III, folglich gibt es ein orthonormiertes Funktionensystem,, 
für welches (15), und nach (17) auch die Beziehung (7) mit a = 1 besteht. 
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§ 1. Beweis von Satz I 
Zum Beweis werden wir den folgenden Satz von K. T Ä N D O R I [3] benötigen: 
Es sei {bn} eine positive, monoton nichtwachsende Zahlenfolge, für welche die 
Bedingung 
2 ^n i°s2" = °° 
n = 2 
erfüllt ist. Dann kann ein im Intervall (a, b) örthonormiertes, gleichmäßig beschränktes 
Funktionensystem {i>„(x)} angegeben werden, für welches die Orthogonalreihe 
2 b M x ) 
/1 = 0 
..im Intervall (a, b) überall divergiert. 
Es seien {a„} eine positive, monoton nichtwächsende Koeffizientenfolge und 
{!„} eine positive Zahlenfolge, welche die Bedingungen (9) und (10) erfüllen. Ist 
( l . i ) 2 - — 
x „ log«- 2 a l 
•dann sei X„ = X„. Besteht (1. 1) nicht, so sei X* = max {A„_ i X „ log «}. Im Falle 
°° a2 
( 1 . 2 ) 2 - ^ — 
x t log«. 2 
setzen wir l„ = X*, gegenfalls X„ = max{A„/ l i log n}. Die so definierte Zahlenfolge {!„} 
genügt wegen der monotonen Abnahme von {a„} den Bedingungen (9) und 
" a2 ~ a2 
0 . 3 ) 2 -
n = 2 12 -̂ -J 2 n = 2 t i V"» ? 
x „ Z X„\ogn-2.a2 
Daraus folgt die Existenz einer positiven, stets wachsenden Zahlenfolge {//„} mit 
ri„ — und 
,(1.4) ' 1 a - \ =00. 
Wir setzen X„ = X„tj„. Dann ist auf Grund von (9), (1.4) und der Definition von 
a2 
{A„} mit den monotonen Koeffizienten y* = " — - — : 
x» log 2«* 2 Oy 
2 il log2« = n=2 
"Wir können also den zitierten Satz von K. T A N D O R I mit den Koeffizienten b„ = y„ 
.anwenden. Folglich gibt es ein orthonormiertes, gleichmäßig beschränktes Funktionen-
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system {On(x)}, für welches die Reihe 2yn<&n(x) i" (a> b) überall divergiert. Mit 
einer Abelschen Transformation ergibt sich mit der Abkürzung tn= — 
X n l o g n - f 2 a2 
und so gilt 
<1.5) 
,V N-1 
2 = 2 (>„-'„+1)l,0) + tNsN(x)-i2s1 (x) ii=2 n = 2 
N /V — 1 
N = 2 II = 2 
•wobei 5„(JC) die n-te Partialsumme der Reihe 2 a n ® n ( x ) bezeichnet. 
Mit einfacher Rechnung bekommen wir die Abschätzung: 
b x 
<1.6) i (/."'„+,) I \sm(x)\dx*]fb=i 2(tn-t„+1)[ 2 f l v 2 ) -
N = 2 J N=2 \V = 0 / 
Für jedes 5 ist mit a„ = 2 fln 
2 « n ( ' n - ' n + i ) = «2^2 + 2 ^ ( « „ - « n - J - ' V s + i » n = 2 ii = 3 
woraus wegen a s i s + 1 —0 .(s — <») folgt: 
<1.7) 2 « n ( ' n - t n + 1 ) = « 2 ' 2 + 2 a « - i ) -
/1=2 n ss 3 
Wir erhalten auf Grund von (1. 3) 
»> 00 /y2 ,y2 /^2 2 ' „ ( « „ - « „ - , ) = = ^ — 
" = 3 " = 3 a« + 0i»-1 " = 3 A„l0g« 2 « v 2 
V = 0 
•woraus sich auf Grund von (1. 6), (1. 7) und dem B. Levischen Satz ergibt, daß die 
Reihe 
2 
n = 2 
in (a, 6) fast überall konvergiert. So divergiert die rechte Seite von (1. 5) nach obigen 
fast überall, und folglich ist fast überall 
1 
/ . v i o g i v - F i ^ 2 
2 a„ «>„(*) 5*0(1). 
Daraus folgt nach der Definition von I„ , daß die Beziehung (11) mit diesem Funk-
tionensystem {$„(*)} fast überall in (a, b) erfüllt wird. 
Damit haben wir den Satz T vollständig bewiesen. 
A 16 
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§ 2. Beweis von Satz II 
Zum Beweis werden wir den folgenden Satz von K. T A N D O R I [4] benötigen: 
Es sei {vk} (0 = v0 < Vj < . . . < vk <...) eine Indexfolge. Damit die Folge der vrten 
Partialsummen der Orthogonalreihe (1) für jedes orthonormierte System {<pn(x)} fast 
überall konvergiert, ist notwendig, daß 
(2.1) ¿ C , 2 ( K } ) l o g i C f 2 ( k } ) < ~ 
1 = 0 
gilt, wobei C,z({v t}) = cv2i + i + ••• +£'v, + 1 
Sogar ergibt sich aus dem Beweis, den Herr. T A N D O R I hierfür angegeben hat,, 
etwas mehr: 
Ist die Bedingung (2. 1) nicht erfüllt, dann gibt es ein orthonormiertes Funktionen-
system {<t»,(x)} derart, daß die Folge der vrten Partialsummen der Reihe 2 ci®i(x} 
fast überall divergiert. > = o 
Seien {a„} eine positive Koeffizientenfolge und {A„} eine positive Zahlenfolge, 
welche die Bedingungen (10), (12) und (13) erfüllen. Ist 
~ a2 (2.2) 2 = 
n= 1 1, 
; .„iogiog+ A(«) -2 öv 
so sei 1„ = A„. Besteht (2. 2) nicht, so sei A* = max{A„ (A„ log log+ /l(«))*}. Im Falle 
(2.3) 2 - — 
" = 1 A i l o g l o g + H n ) - 2 a 2 v 
setzen wir I„ = X*, im entgegengesetzten Fall X„ = max {A„T (X* log log+ A(«))*}. Die 
so definierte Zahlenfolge {!„} erfüllt offenbar die Bedingungen (12) und 
°° a2 
(2.4) 2 ; — 
k 2 
Die Ungleichung 
(2.5) ß ^ — 
folgt in den ersten beiden Fällen unmittelbar aus der Definition von {!„}, im letzten Fall, 
kann man sie mit der folgenden einfachen Rechnung beweisen. Nach (12) ist A* s 1 
für alle genügend große n, also gilt auf Grund von(13) im Falle A = (AJ log log + A(n))4" 
- ''"i + i a l ' ~ "«,- + , „2 
2 . 2 . z — = o ( i ) 2 . 2 — s — -
/=0 k=uni+i i 0 g ] 0 g + X(k)-2 al ! loglog'i2;.(/()• 2 o2 
i=0 , h "" ;=o i l o g j i 
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womit (2. 5) in jedem Fall bewiesen ist. Wegen (2. 4) gibt es eine positive, stets wach-
sende Zahlenfolge {r]n} mit t}„ — und 
" = 1 
(2- 6) 2 
Wir setzen An = Anr]n und 
b l - — , ßl = 2 K. 
Offenbar bestehen die Ungleichungen 
+ 1 ( / = 1 , 2 , . . . ) und 
Dann ist aber /?2nj =o(i~1) und es gilt nach (2. 6) 
2ßlnii°s+ ß^n, - £ i 2ßl„J°slt= e2 2 ^ " — = °° ( ° ° > £ i , e 2 > 0 ) . 
Man kann also die zweite Form des erwähnten von K. T A N D O R I mit den Koeffizi-
enten c„ = b„ und mit der Indexfolge v; = pni anwenden. So ergibt sich ein orthonor-
miertes Funktionensystem {0„(a)}, für welche die Folge der /;„. -ten Partialsummen 
der Reihe 2 bn^n(x) in (a, b) überall divergiert. Wir bekommen durch Abelsche 
n = 0 
Transformation mit der Abkürzung tn= —i 
Ä „ l o g l o g + A ( « ) . ( i a 2 ) * 
• 2 ('i - ' i ^ ) ^ ( x ) + /,,„ v i„„ v(x) -t2st (x) 
und so gilt 
(2.7) = .2 b,Ot(x) - 2 ( ' ¡ - ^ + I ) S ; ( A - ) + i 2 S ; (x) , 
wobei S;(x) die ;-te Partialsumme der Reihe 2 an®n(x) bezeichnet. Genau so wie im 
n = o 
Beweis des Satzes I kann man beweisen, daß die Reihe 
i = 2 
in (a, b) fast überall, konvergiert. Nach dem obigen divergiert aber die rechte Seite 
von (2. 7) in (a, b) fast überall, also ist fast überall 
(2 -8 ) t ß r s > m A x ) \ = 1 
K„N log log+ X(n„N)-\ 2 «» ' 
"N 
2 1). 
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Wei t e rh in gilt nach (12), (2. 5) u n d de r Def in i t i on v o n {A„} mit de r A b k ü r z u n g 
4 = d ie fo lgende A b s c h ä t z u n g : 
! „ I O G I O G + 
« ' 
b 
~ F ~ » - 1 /¡k+t 
2 IL x ) f d x = O(i) 2 iL 2 2 «V-2 
N = 1 J N= 1 FC = 0 V =/IFC+1 
<2 
= 0 ( \ ) 2 I L ^ R N N 2 " 2 «V 2 ^ 2 (V) = O ( I ) ¿ ( 2 ' * V 2 A 2 ( V ) ) 2 & n = l ^ k = 0 v = /ik + 1 k = 0\v = pk+l / n = fc+l ^ 
( fk+l \ 1 
= 0 ( I ) 2 2 2 T ( 2 Ö 2 ) / 2 T + , - 2 R = / = 0 \v = / i t+l 
~ 1 /'fc+i 
= O ( D 2 2 «V2 
< = 0 l ^ . l o g l o g 2 X(nk + i ) - 2 a \ v = ' " + 1 
= 0 ( I ) 2 ^ — ^ - „ — < - > 
n = 0 
AB2loglogU(")-2«v2 
w o b e i <7„({l(n)}; x) d a s n- te (R, l(n), 1)-Mit te l d e r R e i h e 2 an&n(x) beze ichne t . 
n = 0 
D a r a u s e rg ib t s ich, d a ß die R e i h e 
2 / 2 „ ( ^ „ W - ^ „ ( { A ( « ) } ; X)Y n=i 
f a s t übe ra l l konve rg i e r t , a l so f a s t übera l l 
( 2 . 9 ) ^ W - I ^ W } ; * ) = O , ^ ; 7 I J O G I O G + , . ( I O - ( 2 O ^ 
gilt . A u f G r u n d v o n (2. 7) e rg ib t s ich a u s (2. 8) u n d (2. 9), d a ß die Bez i ehung (14) f ü r 
dieses F u n k t i o n e n s y s t e m ( 0 „ ( x ) } in (a, b) f a s t ü b e ra l l bes t eh t , was z u beweisen w a r . 
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